Mecanica Celeste

Examen V

Los Del DGIIM, 1osdeldgiim.github.io

Doble Grado en Ingenieria Informatica y Matematicas
Universidad de Granada


https://losdeldgiim.github.io/

@O0

Esta obra estd bajo una Licencia Creative Commons
Atribucion-NoComercial-SinDerivadas 4.0 Internacional
(CC BY-NC-ND 4.0).

Eres libre de compartir y redistribuir el contenido de esta
obra en cualquier medio o formato, siempre y cuando des
el crédito adecuado a los autores originales y no persigas
fines comerciales.


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

Mecanica Celeste
Examen V

Los Del DGHM, losdeldgiim.github.io

José Manuel Sanchez Varbas

Granada, 2025

Asignatura Mecanica Celeste.
Curso Académico 2024-25.
Grado Grado en Matematicas.
Grupo A.

Profesor Margarita Arias Lépez.
Descripciéon Segundo Parcial.
Fecha 13 de Diciembre de 2024.

Duracién 1 hora y 30 minutos.


https://losdeldgiim.github.io/

Mecénica Celeste. Examen V

El niamero entre corchetes es la puntuacion méxima de cada ejercicio o apartado.
Ejercicio 1 (2 puntos). Pon un ejemplo razonado de un problema de dos cuerpos

a) [1] en el que las dos masas colisionen, pero que el movimiento no se produzca
en una recta.

b) [1] en el que las dos masas se muevan sobre una circunferencia.

Ejercicio 2 (2 puntos). Se consideran tres masas iguales, m; = mg = mg =
1/3G, situadas inicialmente en los puntos P, = (1,0), P, = (=1/2,v/3/2) y P3 =
(—1/2,—/3/2).

a) [1] ;A qué velocidad angular tiene que girar el conjunto para que las funciones
ri(t) = R[wt]P;,i = 1,2,3 constituyan una solucién del problema de los tres
cuerpos??

b) [1] En las condiciones del apartado anterior, determina 7;(0),7 = 1,2, 3.

Ejercicio 3 (4 puntos). En el ejercicio anterior, suponemos que las velocidades
iniciales de las masas son 71(0) = (0,1/3), 75(0) = (=/3/6,—1/6) y 73(0) =
a) [1] Comprueba que el centro de masas permanece fijo en el origen.
b) [1] ;Se puede producir el movimiento sobre una circunferencia?
c¢) [1] ;Puede haber colapso total?
)

d) [1] Explica de forma intuitiva lo que crees que puede suceder en este caso.

1Como es habitual, denotamos por R[] a la matriz del giro de dngulo @
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Ejercicio 4 (2 puntos). La Figura 1

Figura 1: Situaciéon Inicial del Ejercicio 4

representa {2z € R*\ {P, P} : ®(z) = C} para cierto valor de C' > 0, con
20(2) = |z* + |P — 2|t 4+ | P — 2|7+ 1/4,
correspondiente al problema restringido circular con dos primarias de masas iguales.

a) [1] ;Dénde colocarias un satélite y con qué velocidad inicial para asegurarte
de que no se separa de la primaria situada en P57

b) [1] /Y si lo que quieres es que no se acerque a ninguna de las primarias?

Razona tus respuestas.
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Ejercicio 1 (2 puntos). Pon un ejemplo razonado de un problema de dos cuerpos

a) [1] en el que las dos masas colisionen, pero que el movimiento no se produzca
en una recta.

Consideramos el centro de masas fijo inicialmente, asi como my; = my = m > 0.
Entonces, por teoria sabemos que cada cuerpo sigue una trayectoria propia de
un campo de fuerzas central newtoniano:

x m3 m3  Gm
= g —— =G 2 =G = 1
z M|$|3’ 2 <m1_|_m2)2 4Am?2 4 ( )
Ademaés sabemos que y(t) = —x(t) (por estar el centro de masas fijo en el
origen). Sea e = (0,1,0) y sea el instante de colision w = 1. Definimos, para

I=[0,w|
r: I — R

J 9 1/3
t— r(t) éf<§u) (1— )23

de tal manera que x(t) = r(t)e e y(t) = —z(t) = —r(t)e

Entonces z(t) = r(t)e — 0 cuando t — w, y anédlogo con y(t). Ademads, r(t)
verifica (1)

Ahora, vemos que

y como

(2)2/3 92/3  92/3  9192/3-1  99-1/3 2(9)1/3
9

9 T 92/3  34/3  3234/32  3-2/3 9

tenemos que



Mecénica Celeste. Examen V

9 72/3 1 2 2/3 B 1/32 9 1/3 B 2 9 1/3
SNl “H\g) TH 9\g) TolgH

por lo que, juntando todo

r(t) () B 9 \ %3 s 2/(9 1/3 L
S CO BN R (O IR

donde en (%) se ha usado que r(t) > 0 si t € I. Comprobamos ahora que
x = z(t) es solucion de (1)

e B woo r(t)e x(t)
T O A T O
donde se ha usado que |z(t)| = |r(t)e| = |r(t)||e] = Ir(t)] = r(t), y esto

ultimo por lo mismo que se ha utilizado en (x).

Entonces, para que el movimiento no quede contenido en una recta, pero se
mantenga la colision, usamos el Principio de Relatividad de Galileo. Tomando
a=0,8=(1,0,0)}(0,1,0) = e,a, 8 € R3, se tiene que

F(t) = x(t) + a + Bt = r(t)e + a + Bt = (t,r(),0)
G(t) = y(t) + a+ Bt = —r(t)e + a + Bt = (t, —r(t),0)

Como (z — g)(t) = (0,2r(t),0) — 0 cuando t — w, puesto que r(t) — 0
cuando t — w, se sigue produciendo la colision, pero las trayectorias de cada
cuerpo ya no son rectilineas, porque la velocidad es i(t) =r(t)e + 8, y como
7(t) depende del tiempo (no es constante), la direccién del vector velocidad
cambia con ¢, y consecuentemente las trayectorias de cada cuerpo no estaran
contenidas en ninguna una recta, y lo mismo ocurre con §(t) = —7(t)e + 3.

Nétese que ya no es cierto que (t) = —(t), dado que antes el centro de
masas estaba fijo en el origen, pero ahora C'(t) = C(t) + o+ 5t = a + f5t, con

B =(1,0,0) # 0.
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b) [1] en el que las dos masas se muevan sobre una circunferencia.

Volvemos a considerar m; = ms = m > 0, y trabajamos con el centro de
masas en el origen (C(t) = 0). Entonces y(t) = —x(t). Nuevamente tenemos
un problema de Kepler como en el apartado anterior

. x Gm
xr = — —_— [ —

Ahora buscamos una érbita circular de radio r, de la forma x,.(t) = r(cos(wt), sen(wt))
y sabemos que z,.(t) es solucién de & = —pux/|z|® si y solo si

Wl = VI

T p3/2

Para hacer las cuentas lo mas sencillas posibles, tomamos r = 1, e imponemos

1 <— Gm 1l — 1
= _— m = —
s 1 G

De esta manera, podemos considerar las soluciones en el plano (por la invari-
anza frente a isometrias de las soluciones)

x(t) = (cost,sent)

y(t) = —x(t) = (— cost, —sent)

Entonces, ambas masas se mueven sobre la misma circunferencia de radio 1
centrada en el origen (en el que se encuentra el centro de masas fijo).
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Ejercicio 2 (2 puntos). Se consideran tres masas iguales mp = myg = mg =
1/3G, situadas inicialmente en los puntos P, = (1,0), P» = (— 1/2 \/_/2) y Py =
(—1/2,-/3/2).

a) [1] ;A qué velocidad angular tiene que girar el conjunto para que las funciones
ri(t) = R[wt]P;,i = 1,2,3 constituyan una solucién del problema de los tres
cuerpos??

Buscamos aplicar el teorema siguiente:
Teorema 0.1. Sean 21, 23, z3 € R? tres puntos no alineados. Entonces
ri(t) = Rlwt]z;, 1=1,2,3

es solucion del problema de tres cuerpos si y solo si se cumplen las tres condi-
ciones siguientes:

a) El centro de masas estd en el origen, es decir,
miz1 + Moz + mszs = 0
b) Los puntos zi, zo, z3 son vértices de un tridangulo equildtero de lado d > 0.

c) |w| = B M =my + my +mg3

Los dos primeros apartados deberan cumplirse con los datos dados, y el tercero

nos dara la velocidad angular que nos piden. Denotamos por z; e P; a cada
punto del Teorema 0.1:

a) Trivialmente
%((1,0)+(—1/2,\/§/2) +(=1/2,-v3/2)) = 3G(0,0) = (0,0)

b) Hay que comprobar que las longitudes de los tres lados del tridngulo sean
iguales.

Pu=Pil = (=172, V3721 = (=372, V3721 = || (-3) +(—§)

Fff

[Py — Po| = |(=1/2,—V/3/2) — (=1/2,V/3/2)| = [(0, = V3)| = V3

|P—Pi| = [(=1/2,V3/2)=(1,0)| = |(=3/2,V3/2)| = [(=3/2, —V3/2)| = |[P,—P.| = V3

2Como es habitual, denotamos por R[f] a la matriz del giro de dngulo 6
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¢) Y por tltimo

_\/GM_ 11 _\/%_\‘73_3_3/4
=V \VF\Vas Vo 5 -

Por lo tanto, en médulo, la velocidad angular a la que debe girar el
conjunto para llegar a la solucion del problema de los tres cuerpos es

jw] =37

b) [1] En las condiciones del apartado anterior, determina 7;(0),7 = 1,2, 3.

Ya sabemos por el apartado anterior que r;(t) = R[wt]P;,i = 1,2, 3, y ademas
sabemos que 7;(t) = wJR[wt|P;, = wJri(t), con J = <(1) _01 . Ent =0,
7:(0) = wJP;, de donde

1. 7(0) = wJP, = wJ(1,0) = w ([1) _01> (1,0) = w(0,1)

2. 79(0) =wJP, = w (? _01> (—1/2,v/3/2) = w(—3/2,-1/2)

3. #5(0) = wJ Py — w ((1) _01> (=1/2,—V/3/2) = w(v/3/2, —1/2)

Se ha supuesto que |w| = w, es decir, w = 3734,
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Ejercicio 3 (4 puntos). En el ejercicio anterior, suponemos que las velocidades
iniciales de las masas son 71(0) = (0,1/3), 75(0) = (=+/3/6,—1/6) y 75(0) =
(v/3/6,-1/6).

a) [1] Comprueba que el centro de masas permanece fijo en el origen.

Por definicién, el centro de masas en el problema de los n cuerpos es

n

def 1 _
i=1 j=1

Para n = 3, y las condiciones anteriores, vemos que

Ct) = +2miri(t) =4 (% ((1,0) + (;?) + (;#))) =
i (38) -

1
5(0, 0) = (0,0)

Por tanto, el centro de masas permanece fijo en el origen.

b) [1] ;Se puede producir el movimiento sobre una circunferencia?

Para que el movimiento se desarrolle sobre una circunferencia, debe verificarse
7:(0) = wJP; con i = 1,2,3 para un mismo w. Para ver si tal w existe, usare-
mos los JP;,i = 1,2,3 obtenidos en el ejercicio anterior y veremos si con las
velocidades iniciales dadas w verifica las tres igualdades.

1. JP, = (0,1) = 7(0) = (0,1/3) = w(0,1) = w=1/3
2. JPy = (—v/3/2,—1/2) = 75(0) = (—V/3/6,—1/6) = w(—/3/2,-1/2) =

w=1/3
3. JP; = (V3/2,-1/2) = 73(0) = (v/3/6,—1/6) = w(/3/2,~1/2) =
w=1/3

Sin embargo, con estas velocidades, |w| = 1/3, que no coincide con |w| = 37%/4,
que es la condicién para que tengamos una solucién al problema de los tres
cuerpos. Por lo tanto, podemos concluir lo siguiente:

Las velocidades iniciales son compatibles con un movimiento

circular rigido (en sentido cinemadtico), pues existe w = 3 tal

que 74(0) = wJP;, i = 1,2,3. Sin embargo, dicho movimiento
no es solucion del problema de los tres cuerpos, ya que la
GM

B 373/% 1o se cumple.

condicién |w| =

11



Mecénica Celeste. Examen V

c)

[1] jPuede haber colapso total?

Buscamos aplicar el Teorema de Sundman, ya que por el apartado a) sabemos
que C(t) = 0 (permanece fijo en el origen):

Teorema 0.2. Sea r = (r1,...,7r,) una solucion del problema de n cuerpos
con centro de masas fijo en el origen y una colision (colapso) total. Entonces
su momento angular es ¢ = 0.

Si el momento angular del problema no es cero, entonces no podra producirse
una colision total.

Por definicién, el momento angular en el problema de los n cuerpos es
d n
c® Z mi(r; A7)
i=1

También sabemos que se verifica la conservacion del momento angular en el
problema de los n cuerpos, por lo que basta calcularlo en algin instante de
tiempo. En este caso, usaremos ¢t = 0.

1 0 0
1. (1,0)A(0,1/3) =10 1/3 0| =1/3k=(0,0,1/3)
i j ok

-1/2 V3/2 0

2. (=1/2,v/3/2) A (=V/3/6,-1/6) = |—/3/6 —1/6 0|=(0,0,1/3)
i ik
~1/2 —V/3/2 0

3. (=1/2,—V3/2) A (V3/6,-1/6) = [v/3/6 —1/6 0| =(0,0,1/3)
0 ik

c= (0,0,3%-(3-1/3)> = (ooé%) = (0,0,%) £0

Asi pues, por el Teorema 0.2, no puede haber colapso total.

[1] Explica de forma intuitiva lo que crees que puede suceder en este caso.

Inicialmente, las velocidades hacen que el sistema empiece a girar de forma
similar a una rotacion rigida alrededor del centro de masas. Sin embargo, como
la velocidad angular no satisface la condiciéon del médulo del Teorema 0.1,
para ser soluciéon al problema de los tres cuerpos, el tridngulo no permanece
rigido: las distancias entre las masas varian con el tiempo, produciéndose una
deformacion progresiva de la configuracion inicial. El movimiento se asemeja
inicialmente al de un tridngulo girando, pero dicha rotacién no se mantiene de
forma estable.

12



Mecénica Celeste. Examen V

Ejercicio 4. La Figura 1

Figura 2: Situacion Inicial del Ejercicio 4

representa {2z € R*\ {Py, P} : ®(z) = C} para cierto valor de C' > 0, con
20(2) = |2* + |P — 2|7+ | P — 2|7+ 1/4,
correspondiente al problema restringido circular con dos primarias de masas iguales.

a) [1] ;Dénde colocarias un satélite y con qué velocidad inicial para asegurarte
de que no se separa de la primaria situada en P,?

Usaremos las regiones de Hill para abordar el problema, que se muestran en
la Figura 3

13
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Figura 3: Regiones de Hill del Ejercicio 4

Por definicién de regién de Hill asociada a un nivel C' > 0
R(O) = {2z e R*\ {P, R} : ®(2) > C}

y por la definicién de la constante de Jacobi de una solucién z = z(t) del
problema restringido circular, definida en un intervalo maximal I, que es J =
20(z(t)) — |2(t)|* = cte, entonces como |£(¢)]* > 0, se tiene que 2®(2(t)) > J.
Fijando como condicion inicial 2(0) = 2o y v = £(0), entonces J = 2®(2(0)) —
[v]2. Ahora,

2B(2(1)) = T = 20(2(0)) — [ Ve <= (2(t)) = B(2(0)) — |v]*/2

luego

:(t) € R (@(z(o» - g)

Ahora bien, las componentes conexas de la Regién de Hill (en este caso hay
tres) son Ry, Ry y R3. Sabemos por teoria que la trayectoria permanece en la
componente conexa donde empieza.

14
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Como R, es una componente conexa, por el razonamiento anterior,
2(t) e Ry Vtel

tomando zg € Ry y 2(0) = 0 (se suelta en reposo), de tal manera que el satélite
no puede separarse de la primaria situada en Ps.

[1] (Y si lo que quieres es que no se acerque a ninguna de las primarias?

Procederemos de forma similar, pero con R3. Ubicando el satélite con las
mismas condiciones iniciales, z(0) = 2o € R3, 2(0) = 0, entonces

2(t)e Ry Vtel

Como puede verse en la Figura 3, R3 esta separada de P; y de Ps, luego 36 > 0
(basta tomar el minimo entre las dos distancias) tal que

lz—P| =20 |z—P| >0 Vz€R;
Consecuentemente

|2(t) = Pi],|2(t) = Po| =26 Vtel

puesto que R3 es una componente conexa, por lo que el satélite no se aproxima
a ninguna de las dos primarias.
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